Zadani prikladu pro cviceni z pfedmétu Programovani prakticky
Uloha ¢. 6 — 3. ¢ervna 2021

Na cviceni jsme se seznamili s FeSenim soustav obycejnych diferencidlnich rovnic.
Zajimavym prikladem, kde nelze vystacit s analytickym FeSenim a je tfeba rovnice
FeSit numericky, je dvojkyvadlo. To vznikne tak, Ze na matematické kyvadlo (to uz
umime Fesit) povésime jesté jedno. Pro jednoduchost bude mit stejné dlouhy zavés a
stejné hmotné zavazi.

Misto jedné obyéejné diferencidlni rovnice ¢)+sin ¢ = 0 nyni budeme mit dvé navzajem
neoddélitelné provazané

2sin(u — v) [6% + 42 cos(u — v)| + sin(u — 2v) + 3sinu

e 3 —cos2(u—v) ’

2sin(u — v) (242 + 92 cos(u — v) + 2 cos u)

3 —cos2(u —v)

fb:

Odvodit tyto rovnice se (na)ucite v teoretické mechanice. Stejné jako dfive u matem-
atického kyvadla, i zde pro jednoduchost ve vSech rovnicich uvazujeme bezrozmeérny
Cas T = t4/g/l a derivace podle néj. Pro kontrolu presnosti vypoctu budeme jesté
potiebovat vzorec pro celkovou (bezrozmérnou) energii obou zavazi:

1
E=14%+ 51’)2 + w0 cos(u — v) — 2cosu — Cos .

Piipomefime se nejprve, ze pohybovou rovnici pro jednoduché matematické kyvadlo ¢ + sin ¢ = 0 jsme Fesili kédem

from scipy.integrate import solve_ivp
import math

def pohybovaRovniceKyvadla(t,U):
phi = TUJ[0]
omega = U[1]
return (omega, —math.sin (phi) )
tFinal = 30
Y0 = (3,0) # pocdtecni vychylka a rychlost

reseni = solve_ivp (pohybovaRovniceKyvadla, (0,tFinal), Y0, rtol=le—9, atol=1le—9)

print ("V ¢ase t=",tFinal,” je vychylka kyvadla ¢=",reseni.y[0,—1])

(Rozmyslete, pro¢ je posledni vyraz reseni.y[0,-1]).
Snadno zkontrolujeme, Ze numerickd metoda pomérné presné zachovava energii

def energieKyvadla (U):
phi = U[0]
omega = U[1]
return 1/2xomegax*2 — math.cos(phi)

print (energieKyvadla(reseni.y[:,0]))
print (energieKyvadla(reseni.y[:, —1]))

Zménou parametru rtol to lze zhorsit nebo i ponékud vylepsit (vyzkousSejte).

Klicovou vlastnosti newtonovské mechaniky je schopnost predpovédét chovani systému. Ukazuje se ale, ze nékteré
systémy se tomu vzpiraji tim, Ze vysledny stav se naprosto zméni i pri velmi malé zméné pocatecnich podminek. Klasickym
modelem takového systému je pravé dvojkyvadlo.




Nasledujici body popisuji, jak mate dospét k funkci, kterd vrati vychylky u,v v ¢ase t > 0 pro dvojkyvadlo vypusténé z
klidu s po¢ateénimi hodnotami ug, vy € (—7, 7)) a poté zndzornit chovani dvojkyvadla v tomto oboru pocatecnich podminek.
1. Napiste funkci pohybovaRovnice2Kyvadla a vyzkousejte, ze vraci spravné hodnoty:

print ( pohybovaRovnice2Kyvadla(1,(2,3,4,5) ) )

(4, 5, 15.554838780738537, —22.00897102562641)

2. Napiste funkci energie2Kyvadla a vyskousejte, ze vraci rozumné hodnoty:

print ( energie2Kyvadla( (2,3,4,5) ) )

41.128332287057525

3. Napiste funkci stav2KyvadlaVypustenehoZ(t,tu0,v0), kterd za pouziti vhodného numerického feseni uvedené
soustavy diferencidlnich rovnic nalezne vysledné wu(t),v(t),a(t),0(t) v ¢ase t > 0 pro dvoj-kyvadlo vypusténé v ¢ = 0 z
ug, vg. Ovélte, ze vAm pro parametry rtol=1e-12, atol=1e-12 u funkce scipy.integrate.solve_ivp vyjde

(u00,v00) = (1,2)
tKonc = 10

zacatek = (u00,v00,0,0)

konec = stav2KyvadlaVypustenehoZ (tKonc, u00,v00)
print ( konec )

print ( energie2Kyvadla (zacatek) )

print ( energie2Kyvadla (konec) )

[ 1.12203348 0.9537164 —0.72450775 —0.29773826]
—0.6644577751891372
—0.6644577751938292

4. Podobné, jako jsme to délali pro newtonovské fraktdly v komplexni roviné na cviceni, pokryjte ¢tverec wug, vy €
(—m, 7)) spoustou bodi a vykreslete barvou (tfeba za pouziti palety Spectral zndmé z minulé doméci tilohy), jakou hodnotu
bude mit thel v(t = t1), kde t; = 30. Protoze vypocet bude pomérné naroény, zkuste zvétsit hodnoty atol, rtol na cca
1074

5. Jako Tesen{ dlohy poslete emailem odkaz na Jupyterovy sesit (sta¢i odkaz na sdileny read-only dokument), kde se
bude malovat obrizek podobny tomu z Obr. 2 pro tkene = 30. Dalsi obrazky slouzi jako inspirace. Vice samoziejmé na
en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum.

w

o

Obr. 2. Hodnota thlu v pro casy t = 5,10, 20 zndzornéna barvou. Na vodorvné ose je tihel u a na svislé thel v z nichz je v
klidu dvojkyvadlo vypusténo v c¢ase t = 0. Vy mate nalézt obrazek pro ¢t = 30. Obrazek ilustruje vznik oblasti pocatecnich
dat, kde nen{ mozno rozhodnout, jaké hodnoty bude nabyvat v delsich ¢asech stav systému (tfeba pravé dhel v).
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Obr. 3. Hodnota thlu v — 2k7 pro ¢asy t = 5, 10, 20 zndzornénd barvou. Hodnota k se voli tak, aby v — 2kw € (—m, 7).
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Obr. 4. Pocet otoceni spodniho zavazi kolem svého zdvésu. (tedy v € (—m,m) = ny, =0, v € (7,37) — n, = 1, atd.)
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